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ENSA-ALHOCEIMA                                                                                        ANALYSE 4                   
CP II.                                                                                                             SEMESTRE  2                                                                               

F.MORADI 
Exercice 7 : 
Comme f est une  fonction continue  sur [푎, 푏], alors  
∃(푚,푀) ∈ ℝ :   푓([푎, 푏]) = [푚,푀]. 
Par suite,  ∀푥 ∈ [푎, 푏]:      푚 ≤ 푓(푥) ≤ 푀. 
Or,  g est une fonction positive donc 

∀푥 ∈ [푎, 푏]:      푚푔(푥) ≤ 푓(푥)푔(푥) ≤ 푀푔(푥) 
Par passage à l'intégral, on trouve: 

푚 푔(푥)푑푥 ≤ 푓(푥)푔(푥)푑푥 ≤ 푀 푔(푥)푑푥 

Si   ∫ 품(풙)풅풙풃
풂 = ퟎ, alors d'après ce qui précède, ∫ 푓(푥)푔(푥)푑푥 = 0. 

D'où la formule    ∫ 푓(푥)푔(푥)푑푥 = 푓(푐)∫ 푔(푥)푑푥   
est valable pour tout 푐휖[푎,푏]. 

Si   ∫ 품(풙)풅풙풃
풂 ≠ ퟎ, alors 

푚 ≤    
∫ 푓(푥)푔(푥)푑푥

∫ 푔(푥)푑푥
     ≤ 푀 

Ce qui entraine que  

∫ 푓(푥)푔(푥)푑푥

∫ 푔(푥)푑푥
∈ [푚,푀] = 푓([푎,푏]) 

Finalement,    

∃풄흐[풂,풃] : 
∫ 풇(풙)품(풙)풅풙풃
풂

∫ 품(풙)풅풙풃
풂

= 풇(풄) 

D'où le résultat. 
Exercice 8 : 
On a: 

∫ 푓(푥) + 푥 푓(−푥) 푑푥 ≤ ∫ |푓(푥) + 푥 푓(−푥)|푑푥 ≤ ∫ |푓(푥)|푑푥 +

∫ 푥 |푓(−푥)|푑푥 ≤ ∫ 푀푑푥 + ∫ 푀푥 푑푥. 
Car 푀 = 푠푢푝 ∈[ . ]|푓(푥)| = 푠푢푝 ∈[ . ]|푓(−푥)|. 
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Par suite, 

풇(풙) + 풙ퟐ풇(−풙) 풅풙
ퟏ

ퟏ
≤
ퟖ
ퟑ
푴 

Exercice 9 : 

1-Comme  ∀푥 ∈ 0, (∀푢 ∈ [0, +∞[):  푢푠푖푛푥 ≥ 0, alors 

0 ≤ 1 − 푒 ≤ 푢푠푖푛푥. 
Par suite,         1 − 푢푠푖푛푥 ≤ 푒 ≤ 1. 
En intégrant de 0 et ,  on obtient: 

+ [푢푐표푠푥] ≤ ∫ 푒 푑푥 ≤    ⟺    − 푢 ≤ ∫ 푒 푑푥 ≤ . 

Par passage à la limite, on trouve: 

풍풊풎
풖→ퟎ

풆 풖풔풊풏풙풅풙
흅
ퟐ

ퟎ
=
흅
ퟐ

 

2- Montrons que:  푙푖푚 → ∫ 푑푥 = 푙푛3. 

Comme  푢 → 0 , on peut prendre 푢 ∈ 0,  de telle sorte que [푢, 3푢]  soit 

inclus dans   0, . 

Or, la fonction:  푥 ⟼ 푐표푠푥  est décroissante  sur   0, , d'où: 

∀푢 ∈ 0, (∀푥 ∈ [푢, 3푢]):   푐표푠(3푢) ≤ 푐표푠푥 ≤ 푐표푠푢. 

Par suite,   ∀푢 ∈ 0, (∀푥 ∈ [푢, 3푢]):    ( ) ≤ ≤ . 

Par passage à l'intégral, on obtient: 

푐표푠(3푢)
푑푥
푥
≤

푐표푠푥
푥

푑푥 ≤ 푐표푠푢
푑푥
푥

 

Ce qui est équivalent à:    푙푛3. 푐표푠(3푢) ≤ ∫ 푑푥 ≤ 푙푛3. 푐표푠푢. 

Comme  푙푖푚 → 푙푛3. 푐표푠(3푢) = 푙푖푚 → (푙푛3. 푐표푠푢) = 푙푛3,  et d'après le 
théorème d'encadrement des limites, on déduit que: 

풍풊풎
풖→ퟎ

풄풐풔 풙
풙

풅풙
ퟑ풖

풖
= 풍풏ퟑ 

3- soit   퐶 = 푙푖푚 → ∫ 푒 푑푥      
    a- D'après la relation de Chales on a : 
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  ∫ 푒 푑푥 = ∫ 푒 푑푥 + ∫ 푒 푑푥. 

En utilisant le changement de variables 푡 = 휋 − 푥, pour la deuxième intégrale, 

on obtient:    푑푡 = −푑푥  et 푥 =   
푥 = 휋   

    ⟺ 푡 =   
푥 = 0   

  

Et par suite, 

푒 푑푥 = − 푒 ( )푑푡 = 푒 푑푡 = 푒 푑푥 

D'où,    ∫ 풆 풖풔풊풏풙풅풙흅
ퟎ = ퟐ∫ 풆 풖풔풊풏풙풅풙

흅
ퟐ
ퟎ . 

    b- Posons : 푔(푥) = 푠푖푛 푥 −       푝표푢푟   푥휖 0, . 

La fonction g est de classe 퐶   sur 0,  . Ses dérivées première et deuxième 

sont définies respectivement par: 

푔,(푥) = 푐표푠 푥 −
2
휋

    푒푡   푔,,(푥) = −푠푖푛 푥 

Il est clair que: ∀푥휖 0,      푔,,(푥) ≤ 0. D'où le tableau de variation suivant, 

Avec  훼 = 퐴푟푐푐표푠  

 
x 0                               훼               휋

2
 

푔,,(푥) − − 
푔,(푥) 1 −  

0 

 
 

−
2
휋

 

푔,(푥) + − 
 

푔(푥)  
푔(훼) 

0                                        

 

     

Comme,   푔(0) = 푔 = 0, alors d'après le tableau ci dessus, g est positive 

sur 0, .  D'où:           ∀풙흐 ퟎ, 흅
ퟐ

: 풔풊풏풙 ≥ ퟐ풙
흅

. 
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    c- D'après ce qui précède et grâce à la croissance de la fonction 
Exponentielle, on déduit que: 

∀푥휖 0,
휋
2

(∀푢 ∈ ]0, +∞[):      푒 ≤ 푒  

Et par passage à l'intégration, on aboutit à: 

 0 ≤ ∫ 푒 푑푥     ≤ ∫ 푒 푑푥 = − 푒 = − (푒 − 1). 

Puisque,  푙푖푚
→

(푒 − 1) = 0, alors d'après le théorème d'encadrement des 

limites,  푙푖푚
→

∫ 푒 푑푥 = 0.  

Et par suite, 푪 = 풍풊풎풖→ ∫ 풆 풖풔풊풏풙풅풙흅
ퟎ = ퟎ.  

4-Soit  푢 > 0   푒푡  0 ≤ 푥 ≤ 푢. 
En multipliant par x qui est positif, on obtient l'encadrement suivant: 
0 ≤ 푥 ≤ 푥푢. 
Grâce à la croissance de l'Exponentielle et par passage à l'intégrale, on aboutit 

à:   ∫ 푑푥 ≤ ∫ 푒 푑푥 ≤ ∫ 푒 푑푥       ⟺    푢 ≤ ∫ 푒 푑푥 ≤ . 

D'où,  

푢푒 ≤ 푒 푒 푑푥 ≤
1 − 푒

푢
 

Comme   푙푖푚
→

푢푒 = 푙푖푚
→

= 0  et d'après le théorème 

d'encadrement des limites, on déduit que: 

푫 = 풍풊풎
풖→

풆 풖ퟐ 풆풙ퟐ풅풙
풖

ퟎ
= ퟎ 

 
 


